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稀疏过程下退保相依多险种风险模型的破产概率

魏　静，葛世刚，刘海生
（华北科技学院基础部，河北 三河 ０６５２０１）

摘　要：随着保险业务种类的多样化，用单一险种来描述风险过程就显得不够，因此建立多险种的风险模型就
尤为必要。考虑到保费收取的随机性和退保风险的可能性，建立了保费收取和理赔次数均为泊松过程、退保为

基于保费收取的ｑ－稀疏过程的多险种随机风险模型，通过分析盈余过程的性质，得到最终破产概率的表达式和
破产概率上界的Ｌｕｎｄｂｅｒｇ不等式。
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　　经典的风险模型及其推广［１－３］只考虑了单一险

种的破产问题，但在实际的保险实务中，险种往往

不是单一的，随着风险经营规模的不断扩大，风险

经营险种的多样化，建立多险种风险模型比单一险

种更为符合客观实际。近几年一些文章先后考虑了

多险种风险模型的破产概率，龚日朝［４］将经典风

险模型推广为双 Ｐｏｉｓｓｏｎ风险模型，即保单收入过
程是参数为 λｔ的 Ｐｏｉｓｓｏｎ过程且与理赔过程独立，
用随机过程和鞅论的方法得到推广后的双 Ｐｏｉｓｓｏｎ
风险模型的破产概率公式；于文广［５］建立了干扰

条件下复合ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ过程的多险种风险模

型，曲中宪［６］考虑了随机投保费下多险种破产模

型，得到了破产概率的表达式；王永茂［７］研究了

退保因素影响下多险种风险模型的破产概率，文中

假设不同保单的保费收取服从同一分布，实际上，

由于险种的多样化，不同险种保费收取应该是不同

分布的；本文在前人的基础上，建立了退保过程为

基于保费收取的 ｑ－稀疏过程的多险种风险模型，
研究了盈余过程的性质，验证了调节系数的唯一存

在性，得到了破产概率的表达式和破产上界的

Ｌｕｎｄｂｅｒｇ不等式。
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１　考虑退保的多险种风险模型
考虑到投保人可能会由于某些因素而发生退保

的情况，但是由于退保的话对于投保人来说是弊大

于利的，所以假设退保的发生是投保次数的随机选

择，选择概率为ｑ，即退保次数为投保次数的 ｑ－
稀疏过程，建立如下风险模型：

Ｕ（ｔ）＝ｕ＋∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋＭｋ（ｔ）－∑

ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ１ｋ（ｔ）

ｉ－１
Ｘｋｉ－∑

ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ２ｋ（ｔ）

ｉ－１
Ｙｋｉ

为盈余过程，其中

Ｓ（ｔ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋＭｋ（ｔ）－∑

ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ１ｋ（ｔ）

ｉ－１
Ｘｋｉ－∑

ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ２ｋ（ｔ）

ｉ－１
Ｙｋｉ

为盈利过程，并且有

１）ｕ：ｔ＝０时刻的盈余，即保险公司的初始准
备金；

２）ｃｋ：第ｋ类险种每张保单的保费，ｋ＝１，２，
…，ｎ；

Ｍｋ（ｔ）：第 ｋ类险种时刻 ｔ为止收取的保单数，
服从参数为λｋｔ的Ｐｏｉｓｓｏｎ分布；ｋ＝１，２，…，ｎ；
３）Ｘｋｉ：第 ｋ类险种第 ｉ次的理赔额，ｉ＝１，２，

…；ｋ＝１，２，…，ｎ；Ｅ（Ｘｋｉ）＝ξｋ；Ｅ（Ｘ
２
ｋｉ）＝γｋＸ；

Ｎ１ｋ（ｔ）：第ｋ类险种时刻ｔ为止的理赔次数，服
从参数为βｋｔ的Ｐｏｉｓｓｏｎ分布；
４）Ｙｋｉ：第ｋ类险种第 ｉ次的退保额，ｉ＝１，２，

…；ｋ＝１，２，…，ｎ；Ｅ（Ｘｋ）＝ηｋ；Ｅ（Ｘ
２
ｋ）＝γｋＹ；

Ｎ２ｋ（ｔ）：第ｋ类险种时刻ｔ为止的理赔次数，是
保费收取次数的ｑ－稀疏过程，即服从参数为ｑλｋｔ
的Ｐｏｉｓｓｏｎ分布；
５）｛Ｍｋ（ｔ）：ｔ≥０，ｋ＝１，２，…，ｎ｝，｛Ｎ

１
ｋ（ｔ）：ｔ≥

０，ｋ＝１，２，…，ｎ｝，
｛Ｎ２ｋ（ｔ）：ｔ≥０，ｋ＝１，２，…，ｎ｝，｛Ｘｋｉ：ｋ＝１，２，

…，ｎ；ｉ＝１，２，…｝，
｛Ｙｋｉ：ｋ＝１，２，…，ｎ；ｉ＝１，２，…｝相互独立；
定义破产时刻Ｔｕ ＝ｉｎｆ｛ｔ｜Ｕ（ｔ）＜０｝，最终破

产概率ψ（ｕ）＝Ｐ｛Ｔｕ＜∞｜Ｕ（０）＝ｕ｝，为使保险
公司正常运行，必须保证收取的平均保费大于平均

理赔与平均退保费之和，即

Ｅ［Ｓ（ｔ）］＝Ｅ∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋＭｋ（ｔ）－∑

ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ１ｋ（ｔ）

ｉ－１
Ｘｋｉ－∑

ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ２ｋ（ｔ）

ｉ－１
Ｙ[ ]ｋｉ ＝

∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋλｋｔ－∑

ｎ

ｋ＝１
ξｋβｋｔ－∑

ｎ

ｋ＝１
ηｋλｋｑｔ＝

ｔ∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋλｋｔ－ξｋβｋ－ηｋλｋ( )ｑ＞０

２　主要结论
定理１　盈余过程 Ｕ（ｔ）的期望 Ｅ［Ｕ（ｔ）］＝ｕ

＋ｔ（∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋλｋｔ－ξｋβｋ－ηｋλｋｑ），方差 Ｖａｒ［Ｕ（ｔ）］＝

ｔ∑
ｎ

ｋ＝１
ｃ２ｋλｋ－∑

ｎ

ｋ＝１
γｋＸβｋ－∑

ｎ

ｋ＝１
γｋＹλｋ[ ]ｑ。

证明　易知Ｅ［Ｕ（ｔ）］＝ｕ＋ｔ（∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋλｋｔ－ξｋβｋ－

ηｋλｋｑ），
Ｖａｒ［Ｕ（ｔ）］＝Ｖａｒ［Ｓ（ｔ）］＝

∑
ｎ

ｋ＝１
ｃ２ｋλｋｔ－∑

ｎ

ｋ＝１
βｋｔＥ（Ｘ

２
ｋ）－∑

ｎ

ｋ＝１
λｋｑｔＥ（Ｙ

２
ｋ）＝

ｔ∑
ｎ

ｋ＝１
ｃ２ｋλｋ－∑

ｎ

ｋ＝１
γｋＸβｋ－∑

ｎ

ｋ＝１
γｋＹλｋ[ ]ｑ

　　定理２　对于盈利过程 ｛Ｓ（ｔ），ｔ≥０｝，存在函
数ｇ（ｒ），使得Ｅ（ｅ－ｒＳ（ｔ））＝ｅｔｇ（ｒ），并且方程ｇ（ｒ）＝
０在（０，ｒ）上ｒ≥０存在唯一正解Ｒ∈（０，ｒ），称Ｒ
为调节系数。

证明　

Ｅ［ｅ－ｒＳ（ｔ）］＝Ｅ｛ｅｘｐ［－ｒ（∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋＭｋ（ｔ）－∑

ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ１ｋ（ｔ）

ｉ－１
Ｘｋｉ－

∑
ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ２ｋ（ｔ）

ｉ－１
Ｙｋｉ）］｝＝Ｅ［ｅｘｐ（－ｒ∑

ｎ

ｋ＝１
ｃｋＭｋ（ｔ））］·

Ｅ［ｅｘｐ（ｒ∑
ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ１ｋ（ｔ）

ｉ－１
Ｘｋｉ）］Ｅ［ｅｘｐ（ｒ∑

ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ２ｋ（ｔ）

ｉ－１
Ｙｋｉ）］＝

ｅｘｐ｛ｔ∑
ｎ

ｋ＝１
［λｋ（ｅ

－ｒｃｋ－１）＋

βｋ（ＭＸｋ（ｒ）－１）＋λｋｑ（ＭＹｋ（ｒ）－１）］｝
令

ｇ（ｒ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
［λｋ（ｅ

－ｒｃｋ－１）＋βｋ（ＭＸｋ（ｒ）－１）＋

λｋｑ（ＭＹｋ（ｒ）－１）］
则Ｅｅ－ｒＳ（ｔ( )） ＝ｅｔｇ（ｒ）得证。

下证方程ｇ（ｒ）＝０在（０，ｒ）上ｒ≥０存在唯一
正解。由

ｇ（ｒ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
［λｋ（ｅ

－ｒｃｋ－１）＋

βｋ（ＭＸｋ（ｒ）－１）＋λｋｑ（ＭＹｋ（ｒ）－１）］＝

∑
ｎ

ｋ＝１
［λｋ（ｅ

－ｒｃｋ－１）＋βｋ（∫
∞

０
ｅｒｘｋｄＦＸｋ（ｘ）－１）＋

λｋｑ（∫
∞

０
ｅｒｙｋｄＦＹｋ（ｙ）－１）］

则

ｇ′（ｒ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
［λｋ（－ｃｋｅ

－ｒｃｋ）＋βｋ∫
∞

０
ｘｋｅ

ｒｘｋｄＦＸｋ（ｘ）＋

λｋｑ∫
∞

０
ｙｋｅ

ｒｙｋｄＦＹｋ（ｙ）］，

ｇ′（０）＝∑
ｎ

ｋ＝１
［λｋ（－ｃｋ）＋βｋ∫

∞

０
ｘｋｄＦＸｋ（ｘ）＋

３７
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λｋｑ∫
∞

０
ｙｋｄＦＹｋ（ｙ）］＝

∑
ｎ

ｋ＝１
（－ｃｋλｋ＋ξｋβｋ＋ηｋλｋｑ）＝

－∑
ｎ

ｋ＝１
（ｃｋλｋ－ξｋβｋ－ηｋλｋｑ）＜０，

ｇ″（ｒ）＝ｄ
２ｇ（ｒ）
ｄｒ２

＝∑
ｎ

ｋ＝１
［λｋｃ

２
ｋｅ
－ｒｃｋ＋

βｋ∫
∞

０
ｘ２ｋｅ

ｒｘｋｄＦＸｋ（ｘ）＋λｋｑ∫
∞

０
ｙ２ｋｅ

ｒｙｋｄＦＹｋ（ｙ）］＞０

所以ｇ′（ｒ）在（０，∞）上单调递增，ｇ（ｒ）是（０，∞）
上的严格单调下凸函数，又 ｌｉｍ

ｒ→∞
ｇ（ｒ）＝＋∞，ｇ（０）

＝０，于是存在唯一的Ｒ∈（０，ｒ），使得ｇ（Ｒ）＝０。
　　定理３　盈余过程Ｕ（ｔ）的最终破产概率为

ψ（ｕ）＝ ｅ－Ｒｕ

Ｅ（ｅ－ＲＵ（Ｔ）｜Ｔ＜∞）
　　证明　对于ｔ＞０和ｒ＞０，有
Ｅ［ｅ－ｒＵ（ｔ）］＝Ｅ［ｅ－ｒＵ（ｔ）｜Ｔ＜ｔ］Ｐ（Ｔ＜ｔ）＋

Ｅ［ｅ－ｒＵ（ｔ）｜Ｔ≥ｔ］Ｐ（Ｔ≥ｔ）
Ｅ［ｅ－ｒＵ（ｔ）］＝ｅ－ｒｕＥ［ｅ－ｒＳ（ｔ）］，取ｒ＝Ｒ，则Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）］
＝ｅ－Ｒｕｅｔｇ（Ｒ） ＝ｅ－Ｒｕ，故

ｅ－Ｒｕ ＝Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）］＝Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＜ｔ］·
Ｐ（Ｔ＜ｔ）＋Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ≥ｔ］Ｐ（Ｔ≥ｔ）（１）

对于给定的Ｔ

Ｕ（ｔ）＝Ｕ（Ｔ）＋∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｍｋ（ｔ）－Ｍｋ（Ｔ））－

∑
ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ１ｋ（ｔ）

ｉ＝Ｎ１ｋ（Ｔ）＋１
Ｘｋｉ－∑

ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ２ｋ（ｔ）

ｉ＝Ｎ２ｋ（Ｔ）＋１
Ｙｋｉ，

Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＜ｔ］Ｐ（Ｔ＜ｔ）＝

Ｅｅｘｐ －ＲＵ（Ｔ）－Ｒ∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（Ｍｋ（ｔ）－Ｍｋ（Ｔ））[{ ＋

Ｒ∑
ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ１ｋ（ｔ）

ｉ＝Ｎ１ｋ（Ｔ）＋１
Ｘｋｉ＋Ｒ∑

ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ２ｋ（ｔ）

ｉ＝Ｎ２ｋ（Ｔ）＋１
Ｙ ]ｋｉ }｜Ｔ＜ｔ·

Ｐ（Ｔ＜ｔ）＝Ｅ［ｅ－ＲＵ（Ｔ）｜Ｔ＜ｔ］Ｅ［ｅ－ＲＳ（ｔ－Ｔ）｜Ｔ＜ｔ］·
Ｐ（Ｔ＜ｔ）＝Ｅ［ｅ－ＲＵ（Ｔ）｜Ｔ＜ｔ］Ｐ（Ｔ＜ｔ）

令ｔ→∞，则
ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｅ［ｅ－ＲＵ（Ｔ）｜Ｔ＜ｔ］Ｐ（Ｔ＜ｔ）＝

Ｅ［ｅ－ＲＵ（Ｔ）｜Ｔ＜∞］ψ（ｕ）
下证 （１）式右端第二项为０，由于

Ｅ［Ｕ（ｔ）］＝ｕ＋ｔ（∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋλｋｔ－ξｋβｋ－ηｋλｋｑ），

Ｖａｒ［Ｕ（ｔ）］＝ｔ∑
ｎ

ｋ＝１
ｃ２ｋλｋ－∑

ｎ

ｋ＝１
γｋＸβｋ－∑

ｎ

ｋ＝１
γｋＹλｋ[ ]ｑ

令α＝∑
ｎ

ｋ＝１
（ｃｋλｋ－ξｋβｋ－ｑηｋλｋ），β

２＝∑
ｎ

ｋ＝１
（ｃ２ｋλｋ－

γｋＸβｋ－γｋＹλｋｑ）；
Ｅ（ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＞ｔ）Ｐ（Ｔ＞ｔ）＝

Ｅ（ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＞ｔ，０≤Ｕ（ｔ）≤ｕ＋αｔ－βｔ
２
３）·

Ｐ（Ｔ＞ｔ，０≤Ｕ（ｔ）≤ｕ＋αｔ－βｔ
２
３）＋

Ｅ（ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＞ｔ，Ｕ（ｔ）＞ｕ＋αｔ－βｔ
２
３）·

Ｐ（Ｔ＞ｔ，Ｕ（ｔ）＞ｕ＋αｔ－βｔ
２
３）≤

Ｐ（Ｕ（ｔ）≤ｕ＋αｔ－βｔ
２
３）＋ｅ－Ｒ（ｕ＋αｔ－βｔ

２
３） （２）

由切比雪夫不等式，得

Ｐ（Ｕ（ｔ）≤ｕ＋αｔ－βｔ
２
３）＝

Ｐ（ｕ＋αｔ－Ｕ（ｔ））≥βｔ
２
３）≤ β２ｔ

β２ｔ
４
３
＝ｔ－

１
３

当ｔ→∞时，（２）式→０，

故ψ（ｕ）＝ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｐ（Ｔ＜ｔ）＝ ｅ－Ｒｕ

Ｅ（ｅ－ＲＵ（Ｔ）｜Ｔ＜∞）
。

　　推论１　破产概率的上界ψ（ｕ）＜ｅ－Ｒｕ。
证明　当 Ｔ＜∞ 时，有 Ｕ（Ｔ） ＜０，故而

Ｅ（ｅ－ＲＵ（Ｔ）｜Ｔ＜∞）＞１，因此ψ（ｕ）＜ｅ－Ｒｕ。
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